Vektoren
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In der Physik gibt es nicht nur skalare GroBen, wie beispielsweise die Masse, die al-
lein durch ihre GroBe beschrieben werden. Es gibt auch GroBen, die richtungsabhangig
sind und genau diesen wollen wir uns in diesem Baustein widmen. Eine fiir uns wich-
tige GroBe ist beispielsweise der Impuls. Wir werden in diesem Baustein allerdings im
Rahmen der klassischen Mechanik bleiben, da wir fiir die Quantenmechanik tiber den
Tellerrand der reellen Zahlen blicken miissen.
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Gegeben sind die beiden Vektoren @ — < i und b = _17

Sie die Summe(n) und die Differenz(en) der beiden Vektoren. Fiir welche dieser
Operationen gilt das Kommutativgesetz? Schreiben Sie die Rechengesetze fiir
Vektoren allgemein an.

) . Berechnen

Berechnen Sie das Skalarprodukt der beiden Vektoren aus Aufgabe E1.

1 2

Berechnen Sie das Kreuzprodukt v, X U5 der Vektoren v = | 2 | und v, = 3
3 —4
;

Vergleichen Sie dieses mit U5 x 5. Was fallt lhnen dabei auf?
Berechnen Sie den Betrag des Vektors @ aus Aufgabe E1.

Stellen Sie einen Vektor zwischen den beiden Punkten P(1|4) und Q(—3| — 2)
auf.



1 Vektoren in zwei Dimensionen

Um uns einen ersten Eindruck zu verschaffen, wie man mit Vektoren umgeht, wollen
wir uns der Einfachheit halber zuerst auf zwei Dimensionen beschranken. Das schone
daran ist, dass wir alle Rechenregeln, die wir hier kennenlernen auch auf drei oder ganz
allgemein auf héhere Dimensionen ausweiten konnen.

Ein Vektor im Zweidimensionalen wird durch zwei reelle Zahlen beschrieben, wobei
die erste den Wert der GréBe in x-Richtung und die zweite den Wert der GroBe in
y-Richtung beschreibt. Geht man beispielsweise 3 Meter nach rechts und 2 Meter nach
vorne kann man dies (bei geeigneter Wahl des Koordinatensystems) durch folgenden
Vektor beschreiben:

- (3)
2

Der Vektor ¥ wahlt dabei allerdings den direkten Weg, wie in Abbildung 1 zu sehen.

Abbildung 1: Hier ist der Vektor ¢ dargestellt.

Doch wie lange ist dieser Weg? Um das herauszufinden, konnen wir den Satz des
Pythagoras anwenden. Die Lange eines Vektors ist eine sehr wichtige Eigenschaft, die
uns noch oft in verschiedenen Facetten begegnen wird, wobei man nicht immer von
einer Lange sprechen kann. Daher wollen wir einen allgemeineren Begriff wahlen.

. . x . . :
Der Betrag eines Vektors v = y kann in kartesischen Koordinaten?

> mit Hilfe des Pythagordischen Lehrsatzes bestimmt werden

U] = v = /22 + y?

?Das Koordinatensystem, welches Sie bereits aus der Schule kennen.
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Wir haben nun eine Méglichkeit gefunden zwei Vektoren miteinander zu vergleichen.
Wollen wir beispielsweise die Impulse! zweier Teilchen vergleichen, so kdnnen wir ihre
Betrige vergleichen. Ahnliches gilt auch fiir die Stirke einer Kraft. Wird eine Kraft
mit 25 N angegeben, bedeutet dies, dass der Betrag des Kraftvektors F' = \]3] =25N
ist. Eine solche Kraft kann auch mit einem negativen Vorzeichen versehen werden.
Dieses wird dazu verwendet um eine Kraft von ihrer Gegenkraft zu unterscheiden,
beziehungsweise ganz allgemein ihre Richtung anzugeben.

Nun wollen wir uns ansehen, was passiert, wenn an einem Korper zwei oder mehr
Krafte angreifen. Auch diesen Fall wollen wir anhand eines Beispiels verdeutlichen,
siehe dazu Abbildung 2a. Auf den Korper greifen nun die Krafte F; und F} an. Um die
Gesamtkraft auf diesen Korper zu bestimmen, liegt es nahe beide Krafte zu addieren.
Da die beiden Krafte allerdings nicht in dieselbe Richtung zeigen, reicht es leider nicht
aus die Betrage zu addieren. Wir werden spater noch genauer an einem Beispiel sehen,
warum dies nicht funktioniert (U1). Wie meist in der Physik sind physikalische GroBen
nicht ortsgebunden, darum kommt uns die Eigenschaft entgegen, dass Vektoren im
Raum verschoben werden konnen. Zwei Vektoren konnen somit als ident bezeichnet
werden, wenn sowohl ihre x-Koordinate als auch ihre y-Koordinate gleich sind.

Zwei Vektoren sind ident, wenn sie gleich lang, gleich gerichtet und gleich
orientiert sind.

e Die Lange eines Vektors wird iiber seinen Betrag bestimmt.
’ / > e Die Richtung eines Vektors wird durch seine Koordinaten angegeben.

e Auch die Orientierung kann aus den Koordinaten abgelesen werden.
Sie gibt an, ob ein Vektor beispielsweise nach rechts oder links zeigt.
Wenn man in jeder Koordinate das Vorzeichen andert, so andert man
auch die Orientierung des Vektors.

Kommen wir zuriick zur Addition zweier Vektoren. Vektoren konnen addiert werden,
indem man sie aneinander hangt, wie in Abbildung 2b zu sehen.

In Abbildung 2b konnen wir die Koordinaten des Kraftvektors ﬁges ablesen:

= 9
()

Man erkennt, dass sich die x-Koordinate, sowie die y-Koordinate der Gesamtkraft ﬁges

!Der Impuls ist richtungsabhingig und somit eine vektorielle GréBe.
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Abbildung 2: a) Zwei Krafte greifen an einen Korper an. b) Zwei Krafte werden durch
Aneinanderhdngen addiert, dabei wird der Kraftvektor F7 verschoben.

aus den Koordinaten der beiden Kraften ﬁl und qu zusammensetzen. Wir wollen nun
allgemein die Addition zweier Vektoren anschreiben.

Zwei Vektoren U] = < zl ) und U, = ( iz ) werden folgendermalBen
1 2
’/ > addiert:

L X T Ty + T2
U1 + Uy = = =
e <y1) (3/2> (y1+y2>
Die Subtraktion funktioniert analog:
D e @))-G)
V1 — Uy = — =
1 Y2 Y1 — Y2

Wir kennen nun die Addition und Subtraktion von Vektoren. Fiir die Multiplikation
wollen wir uns erinnern, welche physikalischen Zusammenhange mit Hilfe von For-
meln beschrieben werden, die sowohl Vektoren als auch Multiplikationen enthalten.
Die beiden nachstehenden sollten bereits aus der Schule bekannt sein, stehen jedoch
nur exemplarisch fiir viele andere.

—

1. p=m - U (Impuls=Masse - Geschwindigkeit)
2. W = F - § (Arbeit = Kraft - Weg)

Man erkennt, dass es sich hier wohl um zwei verschiedene Arten der Multiplikation
handeln muss. Im ersten Fall multiplizieren wir einen Vektor mit einer Zahl (einem
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Skalar) und erhalten wiederrum einen Vektor. Im zweiten Fall hingegen multiplizieren
wir zwei Vektoren und erhalten einen Skalar.

Beginnen wir unsere Betrachtung mit dem ersten Fall: Je groBer die Masse eines
Korpers und je groBer seine Geschwindigkeit, desto groBer auch sein Impuls. Die Ge-
schwindigkeit ist, ebenso wie der Impuls richtungsabhangig und beide GréBen wirken
in dieselbe Richtung, namlich in Bewegungsrichtung des betrachteten Koérpers. Die
Masse hingegen ist von der Bewegungsrichtung unabhangig, sie darf somit auch ma-
thematisch keine Richtung bevorzugen. Aus diesen Uberlegungen heraus erscheint das
folgende Rechengesetz durchaus sinnvoll.

Multipliziert man einen Vektor ¥ mit einer reellen Zahl ¢, so erhdlt man
einen Vektor . Es gilt:

7 g=co=c(2)=(0F) (1

Diese Art der Multiplikation wird skalare Multiplikation genannt.

Wir wollen uns nun auch ansehen, wie man die Multiplikation eines Skalars mit einem
Vektor graphisch verstehen kann. Aus Gleichung (1) sehen wir, dass jede Komponente
des Vektors mit dem Skalar ¢ multipliziert wird. Fiir die grafische Umsetzung betrachten

wir den Vektor ¥ = ( 2

1 ) Wir wollen diesen Vektor nun mit der Zahl ¢ = 3

(2)-(4)

Sowohl die x-Koordinate als auch die y-Koordinate wurden verdreifacht. In Abbildung 3
ist der Vektor v, sowie der Vektor 3 - ¢ zu sehen. Man erkennt in der Graphik auch,
dass man eine Verdreifachung auch durch v+ v+ ¢ erhalten konnte. Eine Eigenschaft,
die bereits von der Multiplikation reeller Zahlen bekannt ist.

Kommen wir noch einmal zum Impuls zuriick. Wir haben gesehen, dass die Multipli-
kation eines Vektors mit einem Skalar nur seinen Betrag, jedoch nicht seine Richtung
oder Orientierung andert. Das passt sehr gut zu unseren Anfangsiiberlegungen, dass
die Masse keine Richtungsanderung der Bewegung verursachen soll. Dieses Rechenge-
setz ist somit gut mit unserer Alltagsvorstellung vertraglich.

Anmerkung 1: Bei der Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar steht der Vektor
iiblicherweise auf der rechten Seite.

multiplizieren.

Anmerkung 2: Wir haben gesehen, dass es (zumindest) zwei Arten der Multiplikation



Abbildung 3: Hier ist zu sehen, dass ein Vektor, durch Multiplikation mit der Zahl
3 seine Lange verdreifacht. Die Richtung, sowie die Orientierung des Vektors bleiben
unverandert.

von Vektoren gibt. Da wir die Division meist als Umkehrung der Multiplikation verste-
hen, tun wir uns schwer eine Division fiir Vektoren zu definieren. Will man trotzdem
bei bekannter Masse vom Impuls eines Korpers auf dessen Geschwindigkeit schlieBen,
kann man den Kehrwert der Masse mit dem Impuls multiplizieren:

L

—.p=7
m

Als Division im eigentlichen Sinne sollte man dies allerdings nicht auffassen.

Kommen wir nun zum zweiten Fall der Multiplikation. Da dieser Fall fiir uns sehr
wichtig und auch weitreichend ist, wollen wir ihm hier ein eigenes Kapitel widmen.

2 Das Standardskalarprodukt fiir zweidimensionale
Vektoren

In diesem Kapitel wollen wir uns der Frage annehmen, wie man zwei Vektoren mitein-
ander multiplizieren kann. Wir haben zuvor bereits das Beispiel der Arbeit angefiihrt.
Auch in der Quantenmechanik wird das Skalarprodukt eine wichtige Rolle bei der
Berechnung von Wahrscheinlichkeiten spielen - dazu jedoch mehr in den Bausteinen
»Komplexe Vektoren" und , Hilbertraume".

Auch in diesem Fall gilt, je groBer der zuriickgelegte Weg und je groBer die Kraft desto
groBer auch die verrichtete Arbeit. Wir miissen uns zuallererst iiberlegen, in welchen



Fallen wir iiberhaupt (physikalische) Arbeit verrichten und ob diese nur von der Starke
der Kraft und der Lange des Wegs abhangt. Aus dem Alltag und der Schulphysik wissen
wir, dass dies nicht der Fall ist. Beispielsweise wird keine physikalische Arbeit verrich-
tet, wenn eine schwere Kiste innerhalb eines Stockwerks getragen wird. Tragt man sie
allerdings gleich weit eine Rampe hoch, so wird Arbeit verrichtet. Wir erkennen, dass
die Arbeit auch von der Richtung der Bewegung (und der Kraft) abhingt. Dazu sehen
wir uns die beiden Falle in Abbildung 4 an.

H_.:']

Abbildung 4: (links) Zwei Vektoren stehen im rechten Winkel zueinander. (rechts)
Die beiden Vektoren schlieBen einen spitzen Winkel miteinander ein.

Der linke Fall in Abbildung 4 entspricht unserem Beispiel, wenn wir eine Kiste iiber eine
gerade Flache tragen. Den rechten Fall kdnnen wir mit unserer Uberlegung vergleichen,
in dem wir die Kiste eine Rampe hoch tragen. Je steiler eine solche Rampe ist, desto
mehr Arbeit werden wir verrichten. Wichtig ist dabei, dass der zuriickgelegte Weg
immer gleich bleibt. Die meiste Arbeit werden wir daher genau dann verrichten, wenn
dir die Kiste senkrecht nach oben heben. Diesen Uberlegungen zufolge, wiirden wir
sagen, dass die verrichtete Arbeit vom Winkel abhangt, den der Kraftvektor und der
Wegvektor miteinander einschlieBen. Am groBten ist sie, wenn der eingeschlossene
Winkel ¢ = 0 betragt und sie verschwindet, wenn er 5 annimmt. Aus dem Baustein
»Funktionen* kennen wir eine Winkelfunktion, die uns genau dieses Verhalten liefert,

die Kosinusfunktion.

Das Skalarprodukt zweier Vektoren ¢ und « kann mit Hilfe des eingeschlos-
> senen Winkels ¢ berechnet werden.

|/

§- @ = |9 - | - cos()

Aus dieser Formel konnen wir auch den folgenden sehr wichtigen Zusammenhang ab-
leiten, indem wir das Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst bilden. Der Winkel
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zwischen einem Vektor mit sich selbst betragt logischerweise ¢ = 0.

Man kann den Betrag eines Vektors mit Hilfe des Skalarprodukts berechnen.

77 =07 (cos0) = |72
/) T

Das Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst ist gleich seinem Betrags-
quadrat.

Da es handisch oft sehr unpraktisch ist mit Winkelfunktionen zu arbeiten, gibt es fiir
kartesische Koordinaten auch eine weitere Moglichkeit das Skalarprodukt zu berechnen.

Das Skalarprodukt zweier Vektoren v = ( ZI > und W = ( Zx ) kann
Yy Y
’ / > folgendermaBen berechnet werden:

T W= vz - Wy + Vy - Wy

Anmerkung 3: Auch hier ist es nicht moglich eine sinnvolle Division zu definieren.

3 Vektoren in drei oder mehr Dimensionen

Wir wollen nun eine Dimension héher gehen. Dabei wollen wir gleich mit einer guten
Nachricht beginnen. Alles was wir in den letzten beiden Kapiteln besprochen haben
funktioniert fiir drei (und mehr) Dimensionen genauso. Beispielsweise die Addition:

Vg Wy Vg + Wy
Ut+w= | vy |+ | wy | =1 vy+wy
Uz Wy Uy + W,

Es gibt noch eine dritte ,,Art”, wie man Vektoren miteinander , multiplizieren* kann,
das so genannte Kreuzprodukt. Wir kennen es bereits vom Drehmoment oder der
Lorentzkraft. Es werden zwei Vektoren so miteinander verbunden, dass man einen
Vektor erhilt. In der Mathematik wird es meist dazu verwendet um im R? einen Vektor
zu finden, der auf zwei vorgegebene Vektoren normal steht.



x n

Das Kreuzprodukt zweier Vektoren ¥ = To und i = Yo ist
Z3 Ys
gegeben durch:
’/> T U T Y3 — T3 Y2
7=IXy=| xy X Y2 =| P3-Y1 —T1-Y3
T3 Ys T1-Y2 — T2 Y1

Der Vektor z steht senkrecht sowohl auf Z, als auch auf /.

Bis jetzt haben wir Vektoren immer als Spalte angeschrieben. Das miissen wir allerdings
nicht so machen. Es wiirde an der Mathematik nichts andern, wenn wir anstelle dieser
Spaltenvektoren, Zeilenvektoren verwenden wiirden. Darauf werden wir spater noch
einmal zu sprechen kommen und dabei sehen, dass beide wichtig fiir uns sind.

4 Der Vektorraum - Auch Vektoren brauchen ein
Zuhause

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit reellen Vektorraumen. Das bedeutet, dass
die Skalare, die wir zur Beschreibung unseres Vektorraums benétigen reelle Zahlen sind.
Wie uns der Name bereits sagt, brauchen wir auch Vektoren um einen Vektorraum zu
beschreiben. Im Rahmen der linearen Algebra ist der Vektorraum weitaus wichtiger als
die Vektoren selbst und die Vektoren werden lediglich als seine Elemente betrachtet.
Im Laufe der nachsten Bausteine werden wir noch weitere dieser Vektorraume kennen-
lernen.

Der Einfachheit halber beginnen wir unsere Beschreibung mit dem Vektorraum R? - der
Raum der zweidimensionalen Vektoren. In den vorherigen Kapiteln haben wir bereits
dariiber gesprochen welche Erwartungen wir, von der Physik kommend, an Vektoren
stellen:

1. Wir wollen Vektoren addieren konnen. Das haben wir gebraucht um beispielsweise
einen Korper zu beschreiben auf den mehrere Krifte wirken. In Aufgabe [U7]
haben Sie sich womoglich keine Gedanken gemacht, in welcher Reihenfolge Sie die
Vektoren addieren. Das ist auch vollkommen in Ordnung. Wir wollen schlieBlich
keine Kraft einer anderen gegeniiber bevorzugen.

2. Wir wollen auch, dass die Addition kommutativ ist. Es soll egal sein, ob wir
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zuerst drei Schritte nach links gehen und danach zwei Schritte nach vorne oder
umgekehrt.

3. In der Physik kann es durchaus vorkommen, dass eine GréBe verschwindet. Bei-
spielsweise wenn sich ein Korper nicht bewegt, wollen wir seine Geschwindigkeit

mit 7 =0 = 8 ) angeben. Ein solcher Vektor wird Nullvektor genannt. Wird

er zu einem anderen Vektor addiert, so andert er diesen nicht.

4. Wenn wir uns das dritte Newtonsche Axiom? genauer ansehen, wollen wir auch,
dass es zu jedem Vektor einen gleich langen und gleich gerichteten Vektor gibt,
der allerdings entgegengesetzt orientiert ist. Wir haben bereits gesehen, dass
ein solcher Vektor durch die Vertauschung aller Vorzeichen entsteht (—v). Die
beiden Vektoren addiert sollen den Nullvektor ergeben.

Diese Dinge erscheinen womoglich sehr trivial, werden uns allerdings dabei helfen die
Definition des Vektorraums zu verstehen. Auch fiir die Skalare, die im Vektorraum mit
den Vektoren zusammenleben, wollen wir einige Regeln aufstellen.

5. Wir haben gesehen, dass die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar g
dazu fiihrt, dass der Vektor um den Faktor j verlangert wird. Wenn wir den
erhaltenen Vektor auch mit einem zweiten Skalar A multiplizieren, soll es kei-
nen Unterschied machen in welcher Reihenfolge wir das tun. Es soll egal sein,
ob wir die Geschwindigkeit beispielsweise zuerst verdoppeln und anschlieBend
verdreifachen oder ob wir sie sofort versechsfachen.

6. Die Multiplikation mit der Zahl 1 l3sst einen Vektor unverdandert. Wir werden
noch ofter darauf stoBen, dass die Zahl 1 eine gewisse Sonderstellung eingerdumt
bekommt.

7. Man soll keinen Unterschied erkennen, ob man zwei Vektoren erst addiert und
danach mit einer Zahl multipliziert oder umgekehrt.

8. Stellen wir uns vor ein Korper besteht aus zwei Einzelteilen m und msy, die man
wie zwei Legosteine zusammenbauen kann und wieder von einander trennen.
Fiir den Gesamtimpuls p soll es unerheblich sein, ob wir die Impulse der beiden
Einzelteile betrachten und anschlieBend addieren, oder ob wir den Impuls des
Gesamtsystems betrachten.

Wir mochten Vektoren addieren und mit Skalaren multiplizieren und zusatzlich, dass
diese acht Bedingungen erfiillt sind und genau diese Wiinsche machen einen Vektor-
raum aus.

2 Jede Kraft besitzt eine Gegenkraft".

11



Die Menge R? mit zwei Verkniipfungen (Addition + und skalare Multipli-
kation -) heiBt Vektorraum, wenn die folgenden acht Axiome erfiillt sind:

1. Fiir alle Vektoren Z, 4, 27 € R gilt (T + ) +Z = T+ (§ + 2)
(Assoziativgesetz)

— =

2. Fiir alle Vektoren 7 und ¢ € R? gilt 7+3 = 5+ (Kommutativgesetz)

3. Es existiert ein Nullvektor 0 € R2, fiir den gilt 0+ # = #. Das muss
fiir alle 7 € R? gelten.
/)

4. Zu jedem ¥ € R? gibt es ein Element —7 € R2, sodass Z+ (—Z) = 0
gilt (inverses Element).

5. Firalle \, p € R und alle Z € R? gilt A (- @) = (\u) - T
6. Fiir alle ¥ gilt 1 - & = & (neutrales Element).
7. Firalle \€e Rund alle Z, e R2gilt \- (Z+¢) = AT+ \- 7.

8. Firalle \, y € Rund alle 7 € R? gilt (A +p) - F=\-TF+ pu- 7.

Auch diese Definition konnen wir beliebig auf hoherdimensionale Raume ausweiten.

Eine wichtige Sache fehlt uns leider noch. Wir kénnen in unserem Vektorraum noch
keine Langen (und Winkel) messen. Dafiir miissen wir noch ein Skalarprodukt® hin-
zufiigen. Ein Vektorraum wie wir ihn oben beschrieben haben mit einem Skalarprodukt
heiBt , Euklidischer Vektorraum®.

Am Ende dieses Bausteins wollen wir noch zwei sehr wichtige Begriffe behandeln:
1. die Basis

2. die Linearkombination

Wir haben unsere Reise durch den Baustein Vektoren damit begonnen, dass wir einen
Vektor aus seiner x-Komponente und seiner y-Komponente zusammengesetzt haben.
Diese Komponente wollen wir nun durch so genannte , Einheitsvektoren" beschreiben.
Fiir die x-Komponente ist dies ein Vektor der Lange 1, der in Richtung der x-Achse

zeigt:
“= (o) @)

3Wir verwenden das Standardskalarprodukt wie in Kapitel 2 dieses Bausteins angegeben.
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In unserem Beispiel mit dem wir begonnen haben, wiirde er aussagen:, Gehe einen
Meter nach rechts.“Analog wiirde der Einheitsvektor in y-Richtung

(1)

besagen:, Gehe einen Meter nach vorne.” Aus diesen beiden Vorschriften kann man eine
Person nun in jede Richtung schicken. Links und zuriick wiirden in diesem Fall durch
negative Zahlen ausgedriickt werden. Dazu ein Beispiel:

Gehe 5 Meter nach links und 3 Meter nach vorne.
Diese Anweisung kann mit Hilfe von (2) und (3) schreiben als

. S . = (1 (0N _ (-5
Uv=—-5-€+3-€¢ =—9 (0)—|—3 (1>—( 3 )

Eine solche Zerlegung wird Linearkombination genannt. Jeder Vektor #' € R? |3sst sich
eindeutig als Linearkombination der Vektoren €, und €, schreiben.

Wir nennen die Menge

) 5={(s)- (1)}

eine Basis des Vektorraums R?, da man jeden Vektor 7 € R? eindeutig als
Linearkombination der Elemente aus B schreiben kann.

Um den zweidimensionalen Raum zu beschreiben brauchen wir nur zwei Basisvekto-
ren. Fiir den dreidimensionalen Raum bendétigen wir schon drei Vektoren (links/rechts,
vor/zuriick, hinauf/hinunter). Fiir vier Dimensionen brauchen wir vier Basisvektoren
uSw.

Die Menge B ist im Ubrigen nicht die einzige Basis fiir den R2. Man kann sich belie-
bige zwei Vektoren, die nicht parallel sind, aussuchen und diese als Basis verwenden.
Die von uns gewahlte Basis B ist eine sogenannte , Orthonormalbasis“. Das Wort
, Orthonormalbasis” setzt sich aus drei Begriffen zusammen:

e Orthogonal: Das bedeutet, dass die Vektoren der Menge B, die Basisvektoren,
alle aufeinander normal stehen.

e Normiert: Alle Basisvektoren sind normiert, sie haben die Lange 1.

e Basis
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U1

U2

U3

U4

us

U6

Ubungsaufgaben

/)

Gegeben sind die beiden Vektoren a = (_34 und b = —a.

(a) Berechnen Sie die Betrage der beiden Vektoren und addieren Sie diese Betrage
miteinander.

(b) Addieren Sie die beiden Vektoren @ und b. Berechnen Sie den Betrag des
resultierenden Vektors.

(c) Vergleichen Sie die Ergebnisse von (a) und (b) miteinander.

Dreiecksungleichung) Gegeben sind die beiden Vektoren v = (152) und w = <§
a) Berechnen Sie |9 + |w].

b) Berechnen Sie |/ + .

c) Welches der beiden Ergebnisse ist groBer? Versuchen Sie die Aufgaben (a)
und (b) graphisch zu veranschaulichen.

(
(
(

Fiir die Hubarbeit haben Sie in der Schule die Formel W = m.-g-h gelernt. Warum
kann man hier auch ohne Beriicksichtigung der Vektorrechnung (insbesondere
des Skalarprodukts) auf das richtige Ergebnis kommen?

Uberpriifen Sie, ob das Skalarprodukt fiir zweidimensionale Vektoren kommutativ
ist. Beginnen Sie dabei anhand eines Beispiels und versuchen Sie lhre Vermutung
anschlieBend allgemein zu zeigen.

Uberpriifen Sie, ob das Kreuzprodukt kommutativ ist. Beginnen Sie dabei an-
hand eines Beispiels und versuchen Sie lhre Vermutung anschlieBend allgemein
zu zeigen.

—1 2
phisch als auch rechnerisch miteinander.

Addieren Sie die Vektoren @ = ( 7 ) b= (_3) und ¢ = <411> sowohl| gra-
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